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El propo´sito de este art´ıculo es mostrar una versio´n para sucesiones,
de la Regla de l’Hoˆpital, en la cual el papel de las derivadas lo juegan
las diferencias.
La versio´n de la regla de l’Hoˆpital, en el caso de funciones es :
Si dos funciones f y g de R en R ,tienen las siguientes propiedades:
lim
x→∞ f(x) = limx→∞ g(x) =∞
lim
x→∞
f ′(x)
g′(x)
= α
Entonces
lim
x→∞
f(x)
g(x)
= α
El primer enunciado se adjudica a Otto Stolz, alumno de Karl
Weierstrass.
“Criterio de Stolz”.
Sea {an} una sucesio´n arbitraria y {bn} una sucesio´n creciente y
divergente.
Si existe
lim
n→∞
an+1 − an
bn+1 − bn
1
Entonces tambie´n existe
lim
n→∞
an
bn
y adema´s
lim
n→∞
an+1 − an
bn+1 − bn = limn→∞
an
bn
Una demostracio´n es como sigue :
Primero escribimos
an+1 − an
bn+1 − bn = α + n
donde n tiende a cero cuando n tiende a infinito y α es el limite
del cociente.
Luego
an+1 − an = α.(bn+1 − bn) + n.(bn+1 − bn)
Si sumamos en ambos miembros desde n = 1 hasta n = N − 1
resulta :
aN − a1 = α.(bN − b1) +
N−1∑
n=1
n.(bn+1 − bn)
podemos suponer a1 = b1 = 0 , ahora si dividimos por bN se obtiene
:
aN
bN
= α +
N−1∑
n=1
n.(bn+1 − bn)
bN
= α +RN
donde
RN =
N−1∑
n=1
n.(bn+1 − bn)
bN
afirmamos que :
lim
n→∞RN = 0
2
en efecto, podemos escribir :
RN =
K∑
n=1
n.(bn+1 − bn)
bN
+
N−1∑
n=K+1
n.(bn+1 − bn)
bN
tomando valor absoluto y usando la desigualdad del tria´ngulo se
tiene :
| RN |≤
K∑
n=1
| n | . | (bn+1 − bn) |
| bN | +
N−1∑
n=K+1
| n | . | (bn+1 − bn) |
| bN |
como los n tienden a cero, podemos encontrar una constante M
que los acota y dado un  > 0 un N0 a partir del cual | n |≤  .
Haciendo K = N0 , obtenemos :
| RN |≤
N0∑
n=1
M. | (bn+1 − bn) |
| bN | +
N−1∑
N0+1
. | (bn+1 − bn) |
| bN |
como la sucesio´n bn es creciente podemos sacar los valores absolutos,
obteniendo sumas telesco´picas, luego de cancelar obtenemos :
| RN |≤M. | bN0+1 || bN | + .
(bN − bN0+1)
| bN | ≤M.
| bN0+1 |
| bN | + 
finalmente como bN es divergente, agrandando N de manera que
M.
| bN0+1 |
bN
≤ 
resulta :
| RN |≤ 2.
lo cual termina la demostracio´n.
Veamos una bonita aplicacio´n, definamos la sucesio´n {xn} de la
siguiente manera :
xn =
{
1 , si n = 1
seno(xn−1) , si n > 1
es decir las iteradas de la funcio´n seno a partir del 1.
3
La cuestio´n es calcular :
lim
n→∞x
2
n.n
Para ello escribimos an = n y bn =
1
x2n
resultando :
x2n.n =
an
bn
Sin detenernos en el hecho de que la sucecio´n {bn} sea creciente y
divergente, calculamos :
lim
n→∞
an+1 − an
bn+1 − bn
escribimos:
an+1 − an
bn+1 − bn =
(n+ 1)− n
1
x2n+1
− 1
x2n
=
x2n+1.x
2
n
x2n − x2n+1
usando el desarrollo de Mac-Laurin de la funcio´n seno se obtiene :
xn+1 = xn − x
3
n
6
+ ...
reemplazando llegamos a:
x2n+1.x
2
n
x2n − x2n+1
=
x2n.(xn − x
3
n
6
+ ...)2
x2n − (xn − x
3
n
6
+ ...)2
=
(xn − x3n6 + ...)2
1− (1− x2n
6
+ ...)2
=
x2n.(1− xn6 + ...)2
(x
2
n
6
+ ...).(2− x2n
6
+ ...)
=
(1− xn
6
+ ...)2
(1
6
+ ...).(2− x2n
6
+ ...)
finalmente tomando l´ımite cuando n tiende a infinito y usando que
{xn} tiende a cero, llegamos a que :
lim
n→∞
x2n+1.x
2
n
x2n − x2n+1
=
1
1
6
.2
= 3
es decir :
lim
n→∞x
2
n.n = 3
4
el crecimiento y divergencia de la sucesio´n {bn} resultan de la desigual-
dad 0 ≤ seno(x) ≤ x va´lida en el intervalo [0, 1] que garantizan que
{xn} sea decreciente y tenga l´ımite. Este l´ımite es cero por ser cero el
u´nico punto fijo de la funcio´n seno en este intervalo.
Volviendo nuevamente la vista al “Criterio de Stolz”, el siguiente
ejemplo muestra que la hipo´tesis sobre el crecimiento de las {bn}, no
puede, en principio, obviarse :
an = n
bn = n+ (−1)n.
√
n
en este caso los l´ımites dan :
lim
n→∞
an+1 − an
bn+1 − bn = 0
y
lim
n→∞
an
bn
= 1
pero analizando la demostracio´n resulta que solo necesitamos que
este´n acotadas las sumas :
N−1∑
n=K+1
| (bn+1 − bn) |
| bN |
por una constante que no dependa ni de K ni de N .
Dicho esto enunciamos esta generalizacio´n como sigue :
Sean {an} y {bn} dos suceciones. Supongamos que {bn} es diver-
gente y que existe una constante H tal que :
N−1∑
n=1
| (bn+1 − bn) |
| bN | ≤ H para todo N
Si existe
lim
n→∞
an+1 − an
bn+1 − bn
Entonces tambie´n existe
5
lim
n→∞
an
bn
y adema´s
lim
n→∞
an+1 − an
bn+1 − bn = limn→∞
an
bn
Para finalizar, me parece adecuado comentar que la necesidad de
aclarar estas ideas nacio´ en una discusio´n de la solucio´n de un prob-
lema de la competencia Paenza, mantenida entre Luis Silvestre, Mart´ın
Sombra y el autor.
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